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تركدار كنترل ارتعاشات خمشي محورهاي آناليز و  

 
   )استاد(دكتر علي مقداري) دانشيار(دكتر مهدي بهزاد 

  )دانشجوي دكتري( عليرضا ابراهيمي
 

 چكيده
 تيرهاي ارتعاشات براي مربوطه مرزي شرايط و حركت ديفرانسيل معادلات تعيين به ابتدا پروژه، اين در

 تنش ميدان است لازم مدلي چنين ارائة منظور به. شود مي پرداخته آن براي پيوسته مدلي ارائة و تركدار
 به. گردند وارد تير حركت معادلات در ترك نوك در شده ذخيره كرنشي انرژي و ترك نوك اطراف
 آمده بوجود ترك رشد و وجود واسطة به كه را سيستم ارتعاشي خواص تغيير توان مي مدل اين كمك
 برآورد عملي تستهاي و محدود اجزاء مدلهاي نتايج با مقايسه با مدل اين ستيدر. داد تشخيص است

 از استفاده با تركدار محورهاي به تركدار تيرهاي مورد در آمده بدست نتايج ادامه در. گرديد خواهد
  .شد خواهد داده تعميم دوار مختصات سيستم يك
 و روتور توقف پروسة هنگام به فعال محركهاي كمك به تركدار روتور يك كنترل بعدي گام

 ياتاقانهاي نوع از توانند مي فعال محركهاي. است فرايند اين طي در آن تخريب از جلوگيري
 كمينه آن هدف كه كنترلي الگوريتم يك ارائة و سيستم ديناميك آوردن بدست. باشند الكترومغناطيس

 .دارد قرار پروژه اين ديد افق در است توقف پروسة حين در روتور ارتعاشات دامنة كردن
 

    : كلمات كليدي
 كنترل -ارتعاشات – ترك- روتور 

 
 :مقدمه

يكي از مشكلات مهم در تيرها و محورها گسترش ترك در مقاطع آنها است كه اين تركها اغلب به واسطة خستگي بوجود 
شود و  هاي ارتعاشي مي جود ترك سبب تغيير مشخصهو. اين تركها يكي از مهمترين عوامل بروز خرابيها در ماشينها هستند. آيند مي

اند كه اغلب دامنة اين ارتعاشات ساختارهاي تركدار، بستگي به عمق و شكل و موقعيت ترك نسبت به شكل  محققان دريافته
يار پس يك تحقيق جامع و دقيق در مورد ارتعاشات ساختارهاي ترك دار براي سيستم تشخيص خرابي بس. مودهاي سيستم دارد

ضروري است و بسيار مهم است كه به سرعت، اين عيب را تشخيص داده و تعميرات لازم را بر روي مجموعه انجام دهيم تا تخريب 
 .بيشتري به سبب ارتعاشات غير مجاز بوجود نيايد

رائة مدلي پيوسته هدف اين پروژه، تعيين معادلات ديفرانسيل حركت و شرايط مرزي مربوطه براي ارتعاشات تيرهاي تركدار و ا
اي از يك تير تركدار لازم است ميدان تنش اطراف نوك ترك و انرژي كرنشي  به منظور ارائة چنين مدل پيوسته. براي آن است

توان تغيير خواص ارتعاشي سيستم را كه به  به كمك اين مدل مي. ذخيره شده در نوك ترك در معادلات حركت تير وارد گردند
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درستي اين مدل با مقايسه با نتايج مدلهاي اجزاء محدود و تستهاي عملي . رك بوجود آمده است تشخيص دادواسطة وجود و رشد ت
 . برآورد خواهد گرديد

در ادامه نتايج بدست آمده در مورد تيرهاي تركدار به محورهاي تركدار با استفاده از يك سيستم مختصات دوار تعميم داده 
. شود الگوريتمي براي تشخيص وجود ترك و محل آن و ميزان پيشرفت ترك ارائه گردد در اين مرحله سعي مي. خواهد شد

روشهاي موجود براي ارائة چنين الگوريتمي، بررسي پاسخ فركانسي اين روتورها و آناليز آن و يا استفاده از اربيت محور دوار 
 .است

روسة توقف روتور و جلوگيري از تخريب آن در طي گام بعدي كنترل يك روتور تركدار به كمك محركهاي فعال به هنگام پ
بدست آوردن ديناميك سيستم و ارائة يك . توانند از نوع ياتاقانهاي الكترومغناطيس باشند محركهاي فعال مي. اين فرايند است

 .  ژه قرار داردالگوريتم كنترلي كه هدف آن كمينه كردن دامنة ارتعاشات روتور در حين پروسة توقف است در افق ديد اين پرو
 
 :برنامة زمانبندي 

 .باشد  مي۸۴زمان آغاز پروژه مهرماه .  ماهه در جدول زير خلاصه شده است۲۴برنامة زمانبندي انجام اين پروژه در قالب يك طرح 
 

  برنامة زمانبندي انجام رساله)۱( جدول
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هاي علمي  انجام مطالعات مقدماتي و فراهم آوردن پيش زمينه-۱
         مربوط به انجام رساله

تعيين معادلات ديفرانسيل حركت و شرايط مرزي مناسب -۲
         براي يك تير تركدار

          حل عددي معادلات بدست آمده-۳
 ساخت مدل اجزاء محدود و بررسي صحت نتايج بدست -۴
 *آمده

        

          بازنويسي معادلات براي تير با مقطع دايروي-۵
          استخراج معادلات حركت براي محور دوار تركدار-۶
         * حل عددي معادلات بدست آمده-۷
         ئه مدلي براي محور تركدار بر روي ياتاقانهاي مغناطيس  ارا-۸
         سازي مدل و انتخاب شيوة كنترلي مناسب  ساده-۹
         * انجام فرايند كنترل-۱۰
          تدوين رساله-۱۱

 توان مقالة علمي تهيه و براي كنفرانس و يا ژورنال معتبر ارسال نمود  در اين مراحل مي*
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 :فعاليتهاي انجام شده تا كنون 
پس از انجام مطالعات اوليه و . استرسيده  به انجام  تقريباً از برنامة زمانبندي فوق۵ تا ۱بخشهاي ) ۱۳۸۵تيرماه (در حال حاضر 

 و در اين مرحله معادلات ديفرانسيل حركت. آوري مستندات لازم ارتعاشات يك تير تركدار مورد بررسي قرار گرفته است جمع
ترك بصورت يك تابع اغتشاش در . شرايط مرزي مناسب براي يك تير تركدار با فرض مدل ترك پيوسته استخراج گرديده است

ثوابت . شده و با استفاده از اصل هميلتون معادلات حركت از روي ميدان جابجايي استخراج گرديده است ميدان جابجايي تير مدل 
در مرحلة بعد . هاي موجود در مكانيك شكست استخراج شده است ده با استفاده از شيوهبكار رفته در ميدان جابجايي فرض ش

سپس به منظور برآورد درستي مدل . معادلات بدست آمده بصورت عددي حل شده و پارامترهاي مودال استخراج گرديده است
تايج حل تحليلي و حل اجزاء محدود با يكديگر استخراج شده از تير تركدار يك مدل اجزاء محدود ساده از اين تير ساخته شده و ن

 .ايج بدست آمده تأييد گرديده استمقايسه شده و صحت نت
در بخشهاي . در حال حاضر مدل ساخته شده در حال بهينه سازي و بهبود است تا بصورت كامل براي بخش بعد آماده گردد

 .گردد ايان نامه ارائه مياي از قسمتهاي به انجام رسيده در اين پ بعدي اين گزارش خلاصه
 
 

  معادلات حركت يك تير اويلر برنولي 
گاههـاي سـاده اسـت و تنهـا تحـت اثـر خمـش                 اي كه داراي تكيـه      يك تير اويلر برنولي منشوري يكنواخت با يك ترك عرضي لبه          

، iuكنـيم كـه       بـراي بدسـت آوردن معـادلات حركـت ايـن تيـر، فـرض مـي                . نشان داده شـده اسـت     ) ١(محض قرار دارد، در شكل    
، متناظر با مختصات    i,j=1,2,3 در آن نقطه باشند كه       ijσهاي كرنش در هر نقطه، متناظر با تنش           ، مؤلفه ijγهاي جابجايي و      مؤلفه

jiijmاي كـه      هاي مومنتوم باشـند، بـه گونـه         ها مؤلفه ipكنيم كه     علاوه بر اين فرض مي    .  هستند z و   x  ،yكارتزين   ppT ρδ
2
1= 

 آنگونـه كـه در   ipδ و iuδ ،ijδγ ،ijδσبراي تغييرات دلخواه و غيـر وابـستة    . ، دلتاي كرونيكر باشد   ijδدانسيتة انرژي جنبشي و     
 : آمده است، براي ارتعاشات يك تير اويلر برنولي داريم]٢[مرجع 
 

)١         (  
)(كه در آن،  ijW γ تابع دانسيتة انرژي كرنشي و ،ρچگالي ماده است  .iF ،ig و iu،نيروهاي جسمي، كشش  ، به ترتيب 

مقادير كشش سطحي و . ، سطوح خارجي هستندuS و gS، حجم جامد و Vعلاوه بر اين، . سطحي و جابجاييهاي سطحي هستند
با توجه داشت كه كشش سطحي . اند، مقادير از پيش تعيين شده هستند نشان داده شده) بار(آنها جابجايي كه با يك خط در بالاي 

، uS و gS مجموعة .پذيرد ، صورت ميuS، بر روي سطح iuشود و جابجاييهاي معين   اعمال ميgS بر روي سطح igمعين 
 .دهد كل سطح جامد را تشكيل مي
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 .اي است گاههاي ساده كه داراي يك ترك عرضي لبه  هندسة يك تير اويلر برنولي منشوري با تكيه)١(شكل 

 
ار، با استفاده از تئوري ارتعاشات و براي بدست آوردن معادلات حركت و شرايط مرزي در ارتعاشات عرضي يك تير تركد

 . ، صفحة سطح مقطع آن باشدyz، خط مركزي تير و صفحة x محور  كنيم كه ، فرض مي)١(معادلة 
 :]٢[براي يك تير اويلر برنولي، در غياب ترك، ميدان جابجايي عبارتست از

 
),(0 321 txwuuwzu ==′−= )٢                         (                                                            

 
 :ميدان كرنش نيز بصورت زير خواهد بود

 
0),( ===−==−= yzxzxyxxzzyyxx txzS γγγνγγγγ )٣(                                           

  
zzyyفرض انجام شده براي . ، ضريب پواسون استνكه در آن،  γγ  آزادانه صورت anticlasticدهد تا خم  ، اجازه مي,

 :شود كه تنش در امتداد محور تير بصورت زير باشد اي فرض مي ميدان تنش به گونه. پذيرد
 

),( txzTxx −=σ )٤      (                                                                                                                                           
 

از اينرسي دوراني يا طولي و      .  است كه به واسطة بارگذاري عرضي بر روي تير، ايجاد شده است            xzσتنها تنش غير صفر ديگر،      
عبـارت   (anticlasticبا تغيير شكل ناشي از خم       همچنين اينرسي عرضي متناظر     . شود  صرفنظر مي ) xpعبارت  (تغيير شكلهاي برشي    

yp (شود بنابراين ميدان مومنتوم بصورت زير فرض مي. شود نيز صفر فرض مي: 
 

),(0 txPppp zyx === )٥     (                                                                                                    
 

اين . در يك تير تركدار، بواسطة وجود ترك توزيع ميدانهاي جابجايي، تنش و كرنش، با يك تير بدون ترك متفاوت است
),(تفاوت در اين نوشتار با يك تابع اغتشاشات ترك يعني  zxfگردد  معرفي مي. 
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 آمده است، با معرفي يك تابع اغتشاشات ترك، ]٢[در مرجع  آنگونه كه  براي يك تير يكنواخت در غياب نيروهاي جسمي،
 :كنند معادلات قبلي به صورت زير تغيير مي

 

)٦    (  
 

uuكه در آن،  =1 ،vu wu و 2=  . است3=
هاي مناسب و گرفتن  ، با ساده سازي]٢[رفته در مرجع، و استفاده از روش بكار )١(در معادلات ) ٦(با جايگذاري معادلات 

 :آيد انتگرالهاي جزء به جزء مناسب، معادلة حركت تير تركدار بصورت زير بدست مي
 

)٧          (                                                       
 

 :كه در آن داريم

)٨      (                            
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. گاههاي ساده، شرايط مرزي عادي برقرار است شرايط مرزي نيز از اين مروش قابل استخراج است كه براي يك تير با تكيه

 :يعني داريم

)١٠ (                  
   

 
 و پارامترهاي مربوط به آن را صفر قرار دهيم، اين معادلات منجر به توان نشان داد كه اگر ترك را حذف كرده به سادگي مي

 .همان معادلات تير اويلر برنولي آشنا خواهند شد
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 تابع اغتشاشات ترك

اي   كه داراي يك ترك لبه0Lاي تركدار بطول  بزاي بررسي و مطالعة معادلة حركت بدست آمده در بخش قبل، يك تير استوانه
، Mگاههاي ساده مهار شده است و تحت اثر يك ممان خمشي محض  از ابتداي تير است و در هر دو سمت با تكيهLدر فاصلة 

ي ديگر از اين تير به همراه سطح مقطع نماي. شود ، فرض ميRشعاع مقطع اين تير، . گيريم در نظر مي) ١(قرار دارد، مطابق شكل 
 .شود ملاحظه مي) ٢(آن در شكل 

 
 اي تركدار به همراه مقطع آن  يك تير استوانه)٢(شكل 

 
. آيـد  ط مختلف تير بوجـود مـي   بواسطة وجود ترك در نقا    θ* و   u  ،*w*هاي اضافي     تحت يك بارگذاري عمومي، جابجايي    

 را از   θ*تـوان چـرخش اضـافي         ، باشد، با استفاده از  تئـوري كاسـتيگليانو مـي           Mاگر تير تنها تحت اثر يك ممان خمشي محض،          
 :زير محاسبه نمود رابطة

)١١               (                                                                                                                                  
 

انـرژي    انرژي كرنشي بكار رفته در رابطة فوق نيز در واقع انرژي كرنشي ناشي از ترك است و براي محاسـبة آن بايـد از دانـسيتة                         
 :لذا داريم. گيري نمودكرنشي در نقاط مختلف ترك بر روي كل ترك انتگرال 

 

∫=
CRACK

T dJU αα )( )١٢     (                                                                                                                                            

 
انتگرال نوشته شده، در واقع يك انتگرال روي سطح است كه مطـابق روش بكـار                .  معروف است  ]٦[ Parisاين معادله به معادلة     

 :توان آنرا بصورت زير نيز نوشت ، مي]٥[رفته در مرجع 
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 : نيز، دانسيتة انرژي كرنشي است كه از رابطة زير قابل محاسبه استsJ.  در اين رابطه عمق ترك استαكه 
 

)    ١٤(                                                              
EEاي صـورت پـذيرد،        رض تنش صـفحه   كه در اين رابطه، اگر ف      اي مـد نظـر قـرار گيـرد،            و اگـر فـرض كـرنش صـفحه         ′=

)1( ν−=′ EEاي بكـــار رفتـــه اســـت  خواهـــد بـــود كـــه در ايـــن نوشـــتار، فـــرض كـــرنش صـــفحه  .ν+=1m اســـت و 

IIIiIIiIi KKK در . انـد   ام بوجـود آمـده    i با سه مود شكست هستند كه در اثـر بارگـذاري اوليـة               ، فاكتورهاي شدت تنش متناظر    ,,
اي  مكانيك شكست، فاكتورهاي تمركز تنش براي يك نوار يا يك نمونه با سطح مقطع مستطيلي كه داراي يك تـرك عرضـي لبـه                      

تواند حل دقيقي براي فاكتورهاي تمركز تنش بـراي           شكست، نمي اما كاربرد مستقيم مكانيك     . است، با حل دقيق قابل محاسبه است      
كنـيم كـه نمونـة        براي محاسبة فاكتورهاي تمركز تنش در اين حالت فرض مي         . اي بدست دهد    اي با يك ترك لبه      يك نمونة استوانه  

ا محـور اصـلي تيـر، قـرار     اي در واقع شامل تعداي نوار با ارتفاعهاي متغير اسـت كـه عمـود بـر خـط رأس تـرك و مـوازي ب ـ                         استوانه
 انـرژي كرنـشي، يـك        با توجـه بـه اينكـه دانـسيتة        . حال براي هر يك از اين نوارها، فاكتورهاي شدت تنش مشخص است           . اند  گرفته

تـوان فاكتورهـاي شـدت تـنش مـورد نيـاز را بـدين ترتيـب                   بنابراين مي . گيري در امتداد اين نوارها مجاز است        اسكالر است، انتگرال  
 .  انجام شده است]٥[اين عمليات در مرجع . ردمحاسبه ك

 :]٣[اي تحت خمش محض، داريم با توجه به آنچه كه گفته شد براي هر المان مستطيلي انتخاب شده بر روي يك تير استوانه
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 :كه در آن داريم
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h
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h>6.0اين رابطه براي 

a در اين رابطه داريم.  است كه براي كاربردهاي مهندسي دقت مناسبي است±2.0% داراي دقت: 
2222 ,2 yRRayRh −+−=−= α  )١٧            (                                                                        

 
h ارتفاع هر نوار به عرض dy در موقعيت y و aنيز عمق ترك در اين نوار و  αاين مسآله .   عمق ماكزيمم ترك است

 .نشان داده شده است) ٣(در شكل 

  www.me-en.com )پایگاه اینترنتی آب و آهن و آتش  )مهندسی مکانیک                 



 
 

 ۱۳۸۵          سال                         ف   يان نامه های دانشگاه صنعتی شري  گزارش پا                               نيکشکده مهندسی مکادان
 

 

 
  سطح مقطع ترك و پارامترهاي بكار رفته در آن)٣(شكل 

 
 :انرژي كرنشي بصورت زير خواهد بود بنابراين دانسيتة
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، بصورت زير محاسبه θ*، ميزان چرخش اضافي )١١(گيري و استفاده از رابطة  و انتگرال) ١٣(بنابراين با جايگذاري در رابطة 

 :شود مي
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 :كه در آن داريم
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 :]٢[آيد مشخصات ذكر شده، جابجايي محوري وجانبي نقطة انتهاي تير از رابطة زير بدست ميبراي يك تير بدون ترك با 
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 :همچنين چرخش نقطة انتهاي تير از رابطة زير قابل محاسبه است
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ن حضور ترك و ناشي از ترك باشند، رابطة هندسي زير برقرار  به ترتيب حركت طولي سطح پايين تير بدوu* و 0uحال اگر 
 :]٢[است

)(0

0
*

0

*

Lxu
Lu
−

=
θ
θ )٢٣        (                                                                                                                                  

 
 :خواهيم داشت) ٢٣(، در رابطة )٢٢(و ) ٢١(با جايگذاري روابط 
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0داريم ) ٦(از طرفي، از رابطة 

* wfzu  :كند  بنابراين تابع اغتشاش ترك از رابطة زير تبعيت مي و=−′
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 : خواهيم داشتxگيري در امتداد  كه با انتگرال
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 .توان به محاسبة فركانس طبيعي پرداخت حال با مشخص بودن تابع اغتشاش ترك مي

 
 فركانسهاي طبيعي براي يك تير تركدار

 كه در دو انتهاي تير در لحظة صفر و M، تحت اثر يك جفت ممان خمشي )١(ان داده شده در شكل كنيم كه تير نش فرض مي
 :شرايط مرزي در اين حالت عبارتند از. شوند، شروع به ارتعاش كند بصورت ناگهاني وارد مي

 
)٢٧     (                
 

 : گفتتوان مي) ٧(با بكار بردن روش جداسازي متغيرها، در مورد معادلة 
 

)()( tTxWw = )٢٨    (                                                                                                                                          
 

 :داريم) ٧(با جايگذاري در معادلة 
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 :كه در آن داريم
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 : تقسيم به دو معادلة عادي زير است، قابل)٢٩(اي  معادلة ديفرانسيل پاره

 

)٣١           (                                  
 

*كه 
nωحل اين معادلة . معادلة مودهاي طبيعي ارتعاش تير است) ٣١(بخش اول معادلة . ها فركانسهاي طبيعي تير تركدار هستند

 : پيشنهاد شده است]٢[بصورت زير در مرجع 
)٣٢       (                                                                    
 

*2كه 
0

*
nn c βω )(، فركانسهاي طبيعي تير تركدار و =

1)(
7 xIx =φ تابع اغتشاشات شكل مود است كه با تابع ),( zxf 

 :شود گاههاي ساده، منجر به معادلة مشخصة زير مي تير با تكيهشرايط مرزي در اين . ارتباط دارد
 
)٣٣   (                       

 
 .با حل عددي اين معادله، فركانسهاي طبيعي قابل حصول است

 
 

  نتايج و بحث
معادلات براي يك توان با حل عددي اين  ، حال مي)٣٣(با بدست آمدن معادلات فركانسي براي يك تير با ترك باز، طي معادلة 

 ميليمتر كه داراي ١٥ ميليمتر و قطر ٢٣٥بدين منظور يك نمونة آلومينيومي به طول . نمونة خاص فركانس طبيعي اول را بدست آورد
اي مدول الاستيسيته برابر  براي چنين نمونه. گيريم  قطر نمونه است، در نظر مي٦/٠ تا ٠يك ترك به عمق متغير از 

2
1010*2.7 m

NE 32800 و چگالي آن = m
Kg=ρ 35.0 و نسبت پواسون براي آن=νاست  . 

روشن است كه با افزايش عمق ترك، نرمي . دهد فركانسهاي طبيعي اين تير را براي يك ترك كاملاً باز نشان مي) ٤(شكل 
 . يابد رك كاهش ميسيستم افزايش يافته و فركانس طبيعي آن نسبت به حالت بدون ت
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 كه براي يك تير با مقطع مستطيل صورت پذيرفته است، نشان مي دهد كه ]١[مقايسة اين نتايج با نتايج بدست آمده در مرجع 
در واقع به . دهد اي افزابش عمق ترك، خصوصاً در بخش ابتدايي منحني با شيب كمتري فركانس را كاهش مي در يك تير استوانه

چكتري بر نرمي سيستم دارند و لذا . مياني تركهاي با عمق كم، تأثير ك يكنواخت جرم و تمركز بيشتر آن در ناحيةدليل عدم توزيع 
 .كاهند فركانس طبيعي را كمتر مي
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قطر  اي تركدار با ترك كاملاً باز به تير بدون ترك بر حسب نسبت عمق ترك به   منحني نسبت فركانسي تير استوانه)٤(شكل 

 تير
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