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 حل عددي جريان سيال دو فازي در محيط متخلخل توسط روش فلاكس محدود كننده و مقايسه نتايج حاصله با
  روش هاي كلاسيك نتايج

 ) دانشجوي ارشد( نيما شكري ، )استاديار (بهار فيروز آبادي
 

 
 چكيده

ت حاكم بر محيطهاي    در حالت جريان هم دما يا جريان بدون انتقال حرارت و با فرض سرعت كم سيال، معادلا                
سي و معادله بقاي جرم و حذف       از تركيب معادله دار   . متخلخل شامل معادله بقاي جرم و معادله دارسي مي باشد         

. اسـت نفـوذ   -ر فشار، معادله درصد حجمي در محيطهاي متخلخل بدست مي آيدكه يـك معادلـه جابجـايي                متغي
رتي ترم نفوذ در مقابل ترم جابجايي قابل صـرفنظر باشـد،            چنانچه از اثرات فشار مويينگي صرفنظر شود، يا به عبا         

حـل  .  نـام دارد Buckley-Leverettاين معادله به يك معادله هذلولوي غير خطي تبديل مي شود كه معادلـه              
بـا توجـه بـه غيـر خطـي بـودن ايـن             . اين معادله نشان دهنده حركت سيال دو فاز در محيطهاي متخلخل مي باشد            

 لـورت بـا اسـتفاده از    -در اين مقاله معادلـه بـاكلي      . ن از روش هاي عددي استفاده مي شود       معادله ، جهت حل آ    
 ،Minmodروش فلاكس محدود كننده حل شـده اسـت و بـراي حـل آن از چهـار محـدود كننـده مختلـف         

Vanleer، Vanalbada وRoe’s Superbeeعلاوه بر اين ، معادله فوق بـا اسـتفاده از   .  استفاده شده است
 نيز  Lax-Wendroff و Lax-Friedrich ،First order Upwindاي كلاسيك مرتبه اول و دوم روشه

  مشخـصه هـا  حل شده است و در نهايت جوابهاي هفـت روش فـوق بـا يكـديگر و همچنـين بـا جوابهـاي روش                      
(MOC)   نتايج نشان مي دهد كـه اسـتفاده از روش فلاكـس محـدود كننـده        .  مقايسه شده اند)Limiter (  مـي

 . ژن عددي بيانجامد         اند به حذف عيوب نوساني بودن جواب ها و كاهش ديفيوتو
 

 مقدمه
برداشت نفت از طريق تزريق . مدل سازي جريان چند فازي در محيطهاي متخلخل كاربردهاي فراواني در مسايل مختلف مهندسي دارد

-نفت( م ــــدر اين مقاله رفتار سيال دو فازي غير قابل تراك. شدمثالي از جريان دو فازي در محيط متخلخل مي با آب به چاههاي نفت
نمي پذيرد و همچنين دو فاز در اين بررسي فرض مي شود كه انتقال جرمي بين دو فاز صورت . در محيط متخلخل تحليل مي شود) آب 

شند، لذا جهت حل آنها از روشهاي عددي معادلات حاكم بر سيال دو فاز در محيط متخلخل غير خطي مي با. امتزاج ناپذير مي باشند
حاكم هذلولوي ه ، ماهيت معادلشود صرفنظر  و گرانش از اثرات فشار مويينگي در معادله درصد حجميچنانچه. استفاده مي نماييم

  به طور كلي در بيشتر مواقع فرايند جريان سيال در . مشهر مي باشدBuckley-Leverett[1]كه به معادله ميباشد
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 و همين امر [2] متخلخل يك فرآيند با ماهيت جابجايي مي باشد و اثرات نفوذ در مقابل اثرات جابجايي قابل صرفنظر كردن استمحيط
افراد مختلفي . معادلات هذلولوي يك جبهه يا شوك وجود دارددر جواب . سبب مي شود كه معادلات حاكم فرم هذلولوي داشته باشند

آقايان . ردن اين جبهه يا شوك انجام داده اند تا بتوانند اين لبه تيز را با دقت بيشتري تقريب بزنندكارهاي زيادي در زمينه مدل ك
Todd[1972]،   Settari and Aziz[1975] ،Aziz and Settari[1979] ،Dahe[1995] و Binning and 

Celia[1999] بر روي معادله Buckley-Leverettاگر از روشهاي مرتبه اول كلاسيك .ند و حل عددي آن تحقيق و بررسي نمود 
، در نقاط هموار جوابهاي نسبتا مناسبي بدست خواهيم آورد، اما در نقاط شود استفاده Buckley-Leverettبراي حل معادله هذلولوي 

هاي چنانچه از روش. [3] زياد مي باشد Numerical Dissipationو  ناپيوستگي و شوك نتايج دقيق و درستي بدست نمي آيد
مرتبه بالاتر استفاده نماييم، دقت جوابها در نقاط هموار بالا مي باشد، اما در نزديكي نقاط نا پيوستگي و شوك جوابها انحراف زيادي 

 با تمام تلاش هاي فوق هم چنان نياز به روش هاي عددي جديدتر و .[4] زياد خواهد بودNumerical  Dispersion  وپيدا مي كنند
 جهت بدست آوردن جواب هاي دقيق تر در نقاط شوك و Buckley-Leverettين روش ها جهت حل معادله به كار گيري ا

 .ناپيوستگي و همچنين نقاط هموار احساس مي شود
يك دسته از روشهاي عددي دقت . [3]در اين مقاله براي غلبه بر مشكل مطرح شده از روش فلاكس محدود كننده استفاده شده است

در اين روش رابطه . س محدود مي باشد كه مي توان از اين روش جهت حل معادله كنسرواتيو هذلولوي استفاده نمودبالا روش فلاك
فلاكس كلي بصورت تركيب فلاكس روشهاي مرتبه پايين و مرتبه بالا نوشته مي شود، به طوري كه در نقاط هموار و پيوسته عمده تاثير 

اين مقاله يكي از كاربردهاي . ناپيوستگي و شوك عمده تاثير از آن فلاكس مرتبه پايين تر باشداز آن فلاكس مرتبه بالاتر و در اطراف 
در .  در حالت سيال دو فاز در محيط متخلخل نشان مي دهدBuckley-Leverettفلاكس محدود كننده را براي حل عددي معادله 

 ،   Vanleer ، Roe’s Superbee [3] [3]مختلفننده  با استفاده از چهار محدود كBuckley-Leverettاين مقاله معادله 

Minmod [4] و  Vanalbada [4] به طور عددي حل شده است و علاوه بر اين معادله فوق با روش هاي كلاسيك مرتبه اول و 
 است و نتايج بدست آمده از  نيز حل شده Lax-Wendroff [7]  وLax-Friedrich [5] ،First Order Upwind [6] دوم 

 مقايسه شده و دقت و خطاي هر روش براي حل اين MOC[8]روش هاي مختلف با يكديگر و همچنين با جواب هاي حاصل از روش 
 .معادله مشخص شده است

 
 استخراج معادلات جريان يك بعدي و دو فازي در محيط متخلخل

براي استفاده از . وصف مي شودجرم و قانون دارسي جريان دو فاز امتزاج ناپذير نفت و آب در محيط متخلخل بوسيله معادلات بقاي 
 كه فضاي خالي در محيط متخلخل فقط توسط دو فاز آب و نفت پر شده است و همچنين تفاوت فشارهاي شوداين معادلات فرض مي 

حجمي، يك معادله ، معادله درصد شوداگر از اثرات فشار مويينگي در اين معادلات صرفنظر . دو فاز برابر فشار مويينگي مي باشد
 در Buckley-Leverettمعادله .  معروف مي باشدBuckley-Leverettاين معادله به معادله . كنسرواتيو غير خطي خواهد شد

 : يك بعدي كه در آن از اثرات فشار مويينگي صرفنظر شده باشد، براي فاز آب به فرم زير مي باشد وحالت بي بعد شده
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 [9]:عريف مي شود مي باشد كه به صورت زير تBuckley-Leverettفلاكس  WF درصد حجمي آب و  WS) ۱(در معادله 
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 . براي فاز نفت بكار مي رودn براي فاز آب و انديس wدر اين مقاله انديس 

 در جهت پادساعتگرد مي x زاويه ايست كه جريان با جهت مثبت محور α چگالي و ضريب تحرك نفت، nλ و nρدر روابط بالا 
 نفوذ پذيري نسبي براي فازهاي نفت و آب مي rwk و rnk آب و نفت و لزجت به ترتيب nμ و wμ جريان ،  سرعت كليuسازد، 
 .باشد

  :خواهيم داشت) ۳(در معادله ) ۵(و ) ۴(با جاگذاري معادلات 
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در حقيقت نفوذپذيري نسبي به علت كاهش نفوذپذيري مطلق يك فاز به علت حضور فاز ديگر تعريف مي شود كه تابعي از درصد 

 .  [10] جهت بيان نفوذ پذيري نسبي استفاده شده است۲ از معادلات كوري با توان در اين مقاله. حجمي مي باشد
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 به Buckley-Leverettفلاكس ) α=0(و با فرض اينكه جريان به صورت افقي مي باشد ) ۲(با جاگذاري روابط كوري در معادله 
  :آيدترتيب زير بدست مي 
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 كه در حل عددي Buckley-Leverett برابر ويسكوزيته آب در نظر گرفته شده است، لذا فلاكس ۴در اين مقاله ويسكوزيته نفت 

  : در اين مقاله از آن استفاده شده است به فرم زير مي باشدBuckley-Leverettمعادله 
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 : مشهور استBuckley-Leverettدله  كه به معارا مي توان به فرم زير نوشت) ۱(در نتيجه معادله 
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چنانچه براي .  نمود با روش هاي مختلف عددي مرتبه اول و دوم حلكه مي توان آن راغير خطي مي باشد، هذلولوي معادله ) ۱۱(معادله 

 و يا روش هاي مرتبه Lax-Friedrich و First Order Upwind از روش هاي مرتبه اول مانند Buckley-Leverettحل معادله 
 استفاده نماييم، جواب ها از دقت قابل قبولي در نزديكي و اطراف نقاط ناپيوستگي و شوك بر خوردار Lax-Wendroffدوم مانند 

 ، در مي يابيم كه خطاي موجود در جواب هاي بدست آمده از MOCا مقايسه اين جواب ها با نتايج حاصل از روش نخواهند بود و ب
 از روش Buckley-Leverettدر اين مقاله جهت بدست آوردن جواب هاي دقيق تر معادله . روش هاي عددي فوق، زياد مي باشد

 . استفاده شده است]۳[ فلاكس محدود كننده
 

 :ود كنندهفلاكس محد
را كه در نواحي هموار ) HF(جهت بدست آوردن جواب هاي دقيق تر از يك معادله غير خطي مي توانيم فلاكس يك روش مرتبه بالا 

و شوك جواب هاي بهتري كه در اطراف نقاط ناپيوستگي ) LF(جواب هاي دقيقي ارايه مي دهد را با فلاكس يك روش مرتبه پايين 
اين تركيب مي بايست به گونه اي باشد كه فلاكس كلي در اطراف . نسبت به روش هاي مرتبه بالا ارايه مي دهد را با هم تركيب نماييم

در اين . باشد) LF(پايين و در اطراف نقاط ناپيوستگي و شوك برابر فلاكس روش مرتبه ) HF(نواحي هموار برابر فلاكس مرتبه بالا 
روش مي توان فلاكس يك روش مرتبه بالا را به صورت تركيب فلاكس يك روش مرتبه پايين با يك بخش تصحيح مرتبه بالا در نظر 

 .گرفت
   

)      ۱۲                                       (                         )];();([);();( jSFjSFjSFjSF LHLH −+= 
 

در نقاط ) s(اساس مقداري كه درصد حجمي بر )) ۱۲(ترم دوم سمت راست معادله (در روش فلاكس محدود كننده اندازه ترم تصحيح 
 مختلف مي گيرد توسط محدود كننده، محدود و كنترل مي شود، به عبارتي
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);(،) ۱۳(در معادله  jSφچنانچه مقدار كميت .  محدود كننده فلاكس مي باشدS در اطراف jS  هموار باشد، مقدارS ميبايست 
در نزديكي ) ۱۳ ( بدين ترتيب معادله. مي بايست نزديك به صفر باشدSنزديك به عدد يك و در حضور ناپيوستگي و شوك مقدار 

 .نقاط هموار مانند فلاكس يك روش مرتبه پايين و در اطراف نقاط ناپيوستگي و شوك مانند فلاكس يك روش مرتبه بالا عمل مي كند
  براي اين منظوريك روش.  وجود دارددر جواب ها،  همواري يا وجود شوك و ناپيوستگيوش ها و معيارهاي مختلفي جهت تعيينر

 :  كه به فرم زير تعريف مي شود، مباشد]۱۱[بت تغييرات جواب هاي متوالي استفاده از نس
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 با عدد jθ هموار مي باشد اما چنانچه jS نزديك عدد يك باشد، آنگاه جواب ها در اطراف jθواضح است كه چنانچه) ۱۴(از رابطه 

 مي توانند بيانگر حضور شوك يا نقطه jSيك اختلاف زيادي داشته باشد، آنگاه جواب ها در اطراف 
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 Lax-Wendroffن معادله با استفاده از روش  ، ايBuckley-Leverett محدود كننده جهت حل معادله نوع از استفادهقبل از 
 : شودگسسته سازي مي 
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  :كرد نويسي بازرا مي توان به فرم زير ) ۱۶(رابطه 
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  : نمودفلاكس را مي توان به ترتيب زير تعريف) ۱۷(با توجه به رابطه 
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 و ترم دوم عبارت First Order Upwindكس روش مرتبه اول ترم اول عبارت سمت راست معرف فلا) ۱۸(در فلاكس معادله 

 :شوددر اين مرحله فلاكس محدود كننده را به ترتيب زير تعريف مي . سمت راست، ترم تصحيح كننده مرتبه دوم مي باشد
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 : از طرفي هر روش مرتبه دوم را مي توان به فرم زير نوشت. معرف محدود كننده مي باشدiφ، )۱۹(در معادله 
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، Roe’s Superbee[3] ،Vanleer[3] از چهار محدود كننده مختلف Buckley-Leverettدر اين مقاله جهت حل معادله 
Vanalbada[4][4] و  Minmod استفاده شده است كه رابطه iφ براي آنها به ترتيب زير تعريف مي شود : 

 
)(θφ Name of Flux Limiter 

)),1min(,0max()( θθφ = Minmod 
))2,min(),1,2min(,0max()( θθθφ = Roe’s Superbee 

θ
θθ

θφ
+
+

=
1

)( Vanleer 

2

2

1
)(

θ
θθθφ

+
+= Vanalbada 

  براي چهار محدود كننده مختلفθφ)( ضابطه -۱جدول 

 شرايط اوليه و مرزي
 .در اين مقاله معادله باكلي لورت براي سيال دو فاز يك بعدي و با شرايط مرزي و اوليه زير حل شده است

),(درصد حجمي فاز آب txSيك مسير يك بعدي به طول امتداد در  در نقاط مختلف L محاسبه شده  ثانيه تزريق آب 0.3 بعد از
 . و فرضيات زير انجام شده استاست

L=100 cm     
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 1),0( == txS               
 .نقطه ما قبل آخر در نظر مي گيريمرابر درصد حجمي  درصد حجمي نقطه انتهايي را بهمچنين

 بحث در نتايج حاصل
 Buckley-Leverettهمانطوري كه در بخش هاي قبل اشاره شد، در اين مقاله از هفت روش مختلف عددي جهت حل معادله 

  [8] مشخصه هااست و جواب هاي حاصل از اين هفت روش با جواب هاي بدست آمده از روش استفاده شده
 )MOC (روش هاي استفاده شده عبارتند از فلاكس محدود كننده .ندمقايسه شده اRoe’s Superbee [3] فلاكس محدود كننده ،

Vanleer[3] فلاكس محدود كننده ،Vanalbada [4] فلاكس محدود كننده ،Minmod [4] روش مرتبه اول ،Lax-

Friedrich [5][6]، روش مرتبه اول Upwindوم  و روش مرتبه دLax-Wendroff [7] .  در ادامه نتايج بدست آمده ارايه مي 
 .گردد
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روش فلاكس محدود كننده -۲              شكلBuckley-Leverettروش هاي عددي كلاسيك جهت حل معادله -۱  شكل

Vanleer جهت حل معادله Buckley-Leverett       
 

                                                                                                        
 
 
 

                                                                                                                  
 

                           
 
 
 
 
 
 
 
      روش فلاكس محدود  -۴ شكل     Buckley-Leverett جهت حل معادله Vanalbada روش فلاكس محدود كننده-۳شكل        

   Buckley-Leverett جهت حل معادله  Roe’s Superbeeكننده
 
  

 جهت حل Upwind[6]روش مرتبه اول  نسبت به Lax-Friedrich[5] در مي يابيم كه خطاي عددي روش ۱    با  آناليز شكل 
 نسبت به Lax-Wendroff  [7]همچنين چنانچه انتظار مي رفت، روش مرتبه دوم.  بيشتر مي باشدBuckley-Leverettمعادله 

روش هاي مرتبه اول كلاسيك دقت بيشتري در تعيين محل شوك دارد، اما در نزديكي شوك و نقطه ناپيوستگي جواب هاي درست و 

  www.me-en.com )پایگاه اینترنتی آب و آهن و آتش  )مهندسی مکانیک                 



 
 

 ۱۳۸۵                      سال                 ف   يان نامه های دانشگاه صنعتی شري  گزارش پا                                  شکده مهندسی مکانيکدان
 

 

 با استفاده از فلاكس هاي Buckley-Leverett معادله ۵،۴،۳،۲در شكل هاي . ت محاسبه درصد حجمي ارايه نمي دهددقيقي جه
 .محدود كننده مختلف حل شده است

 از روش فلاكس محدود كننده استفاده Buckley-Leverettبا توجه به نمودار هاي بدست آمده، چنانچه جهت حل معادله هذلولوي 
 .ان درصد حجمي نقاط مختلف و محل شوك را با دقت بيشتري محاسبه نماييم نماييم، مي تو

 Buckley-Leverett جهت حل معادله  Minmodروش فلاكس محدود كننده -۵شكل
 

 تاثير تعداد شبكه
  هاي روشبراي  Injection dimensionless Time=0.3 با فرض تاثير تعداد شبکه در نمودار درصد حجمی بر حسب مکان

 Injectionكه  انتخاب شد در حالی ۱۰۰ و ۵۰، ۲۰اندازه شبکه در اين مرحله بترتيب .  بررسي شده است در ادامهدي بكار رفتهعد

dimensionless Time(گردد، اندازه بلوکها  هرچه تعداد شبکه بيشتر انتخاب می.  در نظر گرفته شد)۰,۳ ( ثابت و برابرxΔ (
 است، بنابراين با افزايش تعداد شبکه خطاهای عددی کوچکتر 2xΔبدليل آنکه خطای گسسته سازی از مرتبه . شود کوچکتر می

 . شوند می
 
 
 
 
 

                                                                                              
 
 
 
  

 
 

 اثر تغييرات گام مكاني بر روش - ۷                                    شكلLax-Friedrichرات گام مكاني بر روش  اثر تغيي- ۶    شكل
Lax-Wendroff 
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 اثر تغييرات گام مكاني بر روش فلاكس - ۹   شكل                 First Order Upwind اثر تغييرات گام مكاني بر روش - ۸شكل
 Minmodمحدود كننده 

  

 
 
   
 
 

 اثر تغييرات گام مكاني بر روش -۱۱ شكل      Roe’s Superbee  اثر تغييرات گام مكاني بر روش فلاكس محدود كننده -۱۰شكل
  Vanalbadaفلاكس محدود كننده 
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 در زمان Buckley-Leverett براي بررسي دقت روش هاي مختلف عددي بكار گرفته شده در زمان هاي مختلف، حل عددي معادله

 دقت روش فلاكس محدود كننده جهت حل اين از نتايج بدست آمده مي توان دريافت كه.  بررسي شده است0.5 و 0.3، 0.1هاي 
معادله در زمان هاي مختلف تزريق از روش هاي كلاسيك بيشتر مي باشد و نوسانات و خطاي عددي در جواب ها به مقدار قابل توجهي 

 در اين . در ادامه خطاي هر روش به ازاي تعداد نقاط و زمان هاي بي بعد تزريق مختلف به طور كمي ارايه شده است.افته استكاهش ي
 از معيار زير جهت تعيين خطاي هر روش MOC( [8]( مقاله جهت تعيين كمي خطاي هر روش نسبت به جواب هاي روش مشخصه ها

 .استفاده نموده ايم
                                                                             Vanleerغييرات گام مكاني بر روش فلاكس محدود كننده  اثر ت-۱۲     شكل

 

خطاي عددي هر روش
)(

))()(( 2

NodesofNumberN
SchemeNumericalSMOCS ii∑ −

=  

 
 :با استفاده از معيار فوق، خطاي روش هاي بكار گرفته شده در اين مقاله عبارتند از 

 
 نام هر روش روشخطاي هر 

2.79E-002 Vanleer Flux Limiter 
2.59E-002 Vanalbada Flux Limiter 
2.91E-002  Minmod Flux Limiter 
4.44E-002 Roe’s Superbee Flux Limiter 
5.31 E-002 First Order Upwind 

5.198 E-002 Lax-Wendroff 
0.33 Lax-Friedrich 

 
cmx براي Buckley-Leverettهت حل معادله خطاي كمي هر روش ج-۲  جدول 2=Δ)  و ) 50تعداد نقاطCFL=0.1 و 

Dimensionless Time=0.1 
 
 
 
 
 

 نام هر روش خطاي هر روش
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2.62E-002 Vanleer Flux Limiter 
2.92E-002 Vanalbada Flux Limiter 
3.72E-002  Minmod Flux Limiter 
4.56E-002 Roe’s Superbee Flux Limiter 
7.15E-002 First Order Upwind 

0.10 Lax-Wendroff 
0.43 Lax-Friedrich 

 
cmx براي Buckley-Leverettخطاي كمي هر روش جهت حل معادله -۳جدول 2=Δ)  و ) 50تعداد نقاطCFL=0.1 و 

Dimensionless Time=0.3 
 
 

 نام هر روش خطاي هر روش
2.78E-002 Vanleer Flux Limiter 
3.31E-002 Vanalbada Flux Limiter 
4.18E-002  Minmod Flux Limiter 
4.64E-002 Roe’s Superbee Flux Limiter 
8.04E-002 First Order Upwind 

0.14 Lax-Wendroff 
0.34 Lax-Friedrich 

 
cmxي  براBuckley-Leverettخطاي كمي هر روش جهت حل معادله -۴جدول 2=Δ)  و ) 50تعداد نقاطCFL=0.1 و 

Dimensionless Time=0.5 
 
 

 :نتيجه گيري
با توجه به نتايج  . توسط سه روش كلاسيك و چهار روش دقت بالا ارايه گرديدBuckley-Leverettدر اين مقاله حل عددي معادله 

 ارايه Buckley-Leverett دوم نمي توانند حل دقيقي براي معادله بدست آمده در مي يابيم كه روش هاي كلاسيك مرتبه اول و
 در تعيين درصد حجمي نقاط هموار و محل شوك، نسبت به روش هاي Lax-Wendroff  [7]علي رغم اينكه روش مرتبه دوم .دهند

 هاي قابل قبولي براي معادله كلاسيك مرتبه اول از دقت بيشتري برخوردار مي باشد، اما در نزديكي شوك و نقاط ناپيوستگي جواب
Buckley-Leverettارايه نمي دهد .  

 روش هاي دقت بالا مي باشد، به طور عددي  محدود كننده كه جزء با استفاده از روش فلاكسBuckley-Leverettچنانچه معادله 
ن از ميان فلاكس هاي محدود همچني. حل شود، جواب ها از دقت بسيار بيشتري نسبت به روش هاي كلاسيك برخوردار مي باشند
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  جواب هاي بدست آمده از روش از آنها استفاده شده است،Buckley-Leverettكننده مختلف كه در اين مقاله جهت حل معادله 
از دقت بيشتري نسبت به روش هاي ديگر در تعيين محل شوك و   Vanalbada[4] و  Vanleer[3] محدود كننده  هاي فلاكس

 .دار مي باشددرصد حجمي برخور
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