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 مقدمه

ِ ّاي هْن ػولی تِ کوک هؼادلات تیضَي سادُ تیاى هی ضًَذ تَصیغ دها دس حالت پایا دس . تؼذاد صیادي اص هسال

ِ ي ایي هسایل هی تاضذ  .یک خسن خاهذ ٍ ًیض خشیاى تشاکن ًاپزیش غیشچشخطی یک سیال اص خول

ِ ّاي ًاٍیش ِ ي پیچیذُ تشي اص دستگاُ ّاي هؼادلات تیضَي هی تاضٌذ1استَکس-هؼادل یکی .  تشاکن ًاپزیش ًوًَ

ِ ي پَاسَى  : هی تاضذ2اص هؼادلات تیضَي کِ دس تسیاسي اص هسایل فیضیکی پذیذاس هی ضَد، هؼادل

(Error! No text of specified 

style in document.-1) 
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تفاٍت دس سٍش ّاي حل هؼادلات . حل هؼادلات تیضَي هٌدش تِ تطکیل یک دستگاُ هؼادلات هی گشدد

دس هؼادلات تیضَي ضکل تیاى اختلاف . تیضَي ػوذتاً تِ تفاٍت دس سٍش ّاي حل ایي دستگاُ تشهی گشدد

 [.1] صیاد هْن ًوی تاضذ3هحذٍد

 بیان اختلاف محدود برای معادله ی لاپلاس

ِ ي لاپلاس ِ ي4هؼادل  (Error! No text of specified style in document.-1) فشم سادُ ضذُ ي هؼادل

 :هی تاضذ

(Error! No text of specified 

style in document.-2) 
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صیشا کِ ایي هؼادلات . هشسَم تشیي سٍش دس تیاى اختلاف هحذٍد هؼادلات تیضَي، فشم هشکضي هی تاضذ

ِ اي ًذاسًذ ٍ سشػت اًتطاس اعلاػات دس آًْا تی ًْایت هی تاضذ پس اختلاف هحذٍد تایذ . ّیچگًَِ هطخص

ِ اي تاضذ کِ اعلاػات سا دس توام خْات دسیافت کٌذ ِ گًَ ایي خاصیت تَسظ سٍش ّاي هشکضي تشآٍسدُ . ت

                                                             
1
Navier-Stokes  

2
Poisson  

3
Finite Difference(FD)  

4Laplace  
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ِ اي صیش کِ تِ صَست هشکضي گسستِ ضذُ است، استفادُ 1908 دس سال 5اٍلیي تاس ساًگ. هی ضَد  اص فشم پٌح ًمغ

 [:1]ًوَد

(Error! No text of specified 

style in document.-3) 
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 6ایي سٍش داساي خغاي تشضی 2 2,O x y ي اصلاح ضذُ ي ایي سٍش تِ فشم .  هی تاضذ ِ ّوچٌیي هؼادل

 [:1]صیش هی تاضذ

(Error! No text of specified 

style in document.-4) 
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 روش های حل دستگاه معادلات

ِ ي  هٌدش تِ حل دستگاُ هؼادلات (Error! No text of specified style in document.-3)حل هؼادل

Axتِ فشم  bتشاي حل ایي دستگاُ دٍ سٍش کلی ٍخَد داسد.  هی گشدد: 

 سٍش ّاي هستمین 

 سٍش ّاي تکشاسي 

 :اص اًَاع سٍش ّاي هستمین هی تَاى سٍش ّاي صیش ًام تشد

 7سٍش حزفی گَس
 

  سٍش فاکتَسLU 

                                                             
5
Runge  

6
Truncation Error  

7Gauss Elimination  
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 :سٍش ّاي تکشاسي خَد ضاهل دٍ تخص هی تاضٌذ

 سٍش ّاي ایستا 

 سٍش ّاي غیشایستا 

 :اص اًَاع سٍش ّاي ایستا هی تَاى سٍش ّاي صیش ًام تشد

 8سٍش طاکَتی
 

 9سایذل-سٍش گَس
 

  سٍشSOR
10

 

 :اص اًَاع سٍش ّاي غیشایستا ًیض هی تَاى سٍش ّاي صیش ًام تشد

 11سٍش سشیؼتشیي ضیة
 

 12سٍش خْت ّاي هضدٍج
 

 13سٍش گشادیاى هضدٍج
 

  تِ ػٌَاى یکی اص CG یک هاتشیس هثثت هؼیي، هتماسى ٍ تضسگ تاضذ، سٍش Aٌّگاهی کِ هاتشیس 

 . کاسآهذتشیي سٍش ّاي هشسَم دس حل ایي دستگاُ اًتخاب هی ضَد

                                                             
8Jacobi  
9Gauss-sidl  
10

Successive Over Relaxation  
11

Steepest Descent  
12

Conjugate Direction  
13Conjugate Gradient(CG)   
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 CGروش 

Axتشاي حل دستگاُ هؼادلات  CGدس سٍش  b ي دٍم آى دس ًظش گشفتِ هی ضَد، کِ تِ صَست صیش ِ ، فشم هشتث

 :هی تاضذ

(Error! No text of specified 

style in document.-5) 

1
( )

2

T Tf x x Ax b c   

Axحل دستگاُ  bتشاتش است تا یافتي همذاس هیٌیون تاتغ f . تاتغfًطاى دٌّذُ ي یک سْویگَى هی تاضذ  .

 . ًطاى دادُ ضذُ استError! No text of specified style in document.-1ضکل ًوائی اص ایي سْویگَى دس 

. ، اًتخاب یک حذس اٍلیِ تش سٍي سْویگَى ٍ سُش خَسدى تِ اًتْاي سْویگَى هی تاضذCG ایذُ  ي سٍش 

ِ اي تاضذ کِ دس یک خْت، دٍ تاس گام  ِ گًَ ّوچٌیي دس ایي سٍش سؼی هی ضَد کِ اًتخاب گام ّاي هتَالی ت

 .تِ ػثاست دیگش دس خْاتی گام تشداضتِ هی ضَد کِ لثلاً دس آى خْات گاهی تشداضتِ ًطذُ تاضذ. تشداضتِ ًطَد

 
 fنماي از سهميگون : Error! No text of specified style in document.-1شكل 

اگش حذس اٍلیِ، 
ixدس ًظش گشفتِ ضَد، آًگاُ همذاس تالیواًذُ تِ صَست صیش تؼشیف هی گشدد : 

(Error! No text of specified 

style in document.-6) 
i ir b Ax  
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اثثات ایي . حال اگش خْت ّاي خستدَ دس خْت تالیواًذُ دس ًظش گشفتِ ضَد ّذف تالا حاصل هی گشدد

.  هی تاضذA اًذاصُ ي هاتشیس N تکشاس تِ ّوگشایی هی سسذ، کِ  N دسCGسٍش .  آٍسدُ ضذُ است [2]لضیِ دس

 : تِ صَست صیش هی تاضذ CGالگَسیتن 
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max )14 تستگی تِ ػذد ٍضؼیتCGسشػت ّوگشاي سٍش 

min

( )k A



)هاتشیسA ّش چِ ایي ػذد تِ .  داسد

 سا تْثَد داد، اص Aتشاي ایٌکِ تتَاى ػذد ٍضؼیت هاتشیس . یک ًضدیک تش تاضذ سشػت ّوگشایی تالاتش هی سٍد

 . استفادُ هی ضَد کِ دس تخص تؼذ تَضیح دادُ خَاّذ ضذ15هاتشیس ّاي پیص ضشط کٌٌذُ

 ماتريس های پیص ضرط كننده

هاتشیس پیص ضشط هاتشیسی است کِ تا حذ .  اص هاتشیس ّاي پیص ضشط استفادُ هی ضَدCGتشاي تْثَد سٍش 

 :آًگاُ ضکل دستگاُ تِ فشم صیش دس خَاّذ آهذ.  ًض دیک تاضذ ٍلی تِ ساحتی هؼکَس گشددAهوکي تِ 

(Error! No text of specified 

style in document.-7) 
1 1M A M b  

 تا استفادُ اص پیص ضشط تِ CGالگَسیتن سٍش .  ّواى هاتشیس پیص ضشط هی تاضذMکِ دس آى هاتشیس 

 صَست صیش است

                                                             
14

Condition Number  
15Preconditioner  
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 : آى سا تِ فشم صیش دس ًظش هی گیشًذM تشاي هؼکَس کشدى هاتشیس 

(Error! No text of specified 

style in document.-8) 
TM EE 

ایي فشم تدضیِ یکتا ًوی تاضذ ٍ هی تَاى اص سٍش ّاي هاًٌذ .  یک هاتشیس تالا یا پاییي هثلثی هی تاضذEکِ 

ِ کشدى استفادُ ًوَد16سٍش چَلسکی ًالص ُ ّاي اًتخاب هاتشیس پیص فشض، .  تشاي تدضی یکی دیگش اص سا

ِ ّاي لغشي   .  هی تاضذAاًتخاب دسای

 روش قطری

ِ ّاي سٍي لغش هاتشیس  .  تِ ػٌَاى پیص ضشط کٌٌذُ هی تاضذAیکی اص سٍش ّاي پیص ضشط کشدى اًتخاب دسای

 :الگَسیتن ایي سٍش تِ صَست صیش هی تاضذ. ایي سٍش کاسایی چٌذاًی ًذاسد

DO I=1,N

1
A(I,I)=

A(I,I)

ENDDO

 

                                                             
16Incomplete Cholesky    
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 روش چولسكي ناقص

 یک L تدضیِ هی گشدد، کِ LU دس ًظش گشفتِ هی ضَد ٍ تِ صَست A ّواى هاتشیس  Mدس ایي سٍش هاتشیس

دس ایي تدضیِ فشض هی ضَد کِ .  تالاهثلثی استUهاتشیس پاییي هثلثی ٍ 
ii iil u تمیِ ػٌاصش ٍ Lٍ U  تا ایي 

ِ ي ًظیش آًْا دس هاتشیس  هاتمی ػٌاصش تِ .  صفش  تاضذ آًْا ًیض صفش هی گشدًذAضشط پیذا هی ضًَذ کِ اگش دسای

 :صَست صیش تدضیِ هی گشدًذ

(Error! No text 

of specified style in 

document.-9)  

(Error! No text 

of specified style in 

document.-10) 
 

 

 .الگَسیتن ایي سٍش تِ صَست صیش هی تاضذ. هتاسفاًِ ایي سٍش ّوَاسُ پایذاس ًوی تاضذ
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10DO K=1,N

A(K,K)= (A(K,K)

20DO I=K+1,N

IFA(I,K) 0

A(I,K)
A(I,K)=

A(K,K)

ENDIF

ENDDO20

30DO J=K+1,N

40DO I=J,N

IFA(I,J) 0

A(I,J)=A(I,J)-A(I,K)A(J,K)

ENDIF

ENDDO40

ENDDO30

ENDDO20





 

 حل مساله

ِ اي هشتؼی ضکل ٍ تاضشایظ  ِ صَست دائن تش سٍي صفح ِ ي گشها ت ِ ي هَسد تحث دس ایي تحمیك، حل هؼادل هسال

 :هشصي صیش هی تاضذ

(Error! No 

text of specified 

style in 

document.-11) 
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(Error! No 

text of specified 

style in 

document.-14) 
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 ناحيه ي حل و شراط مرزي: Error! No text of specified style in document.-2شكل 

 

ِ ي حل ًیض تِ فشم صیش تمسین تٌذي هی گشدد  :ًاحی

  www.me-en.com )پایگاه اینترنتی آب و آهن و آتش  )مهندسی مکانيک                 



 

 
 شبكه ي توليد شده بر روي ناحيه ي حل: Error! No text of specified style in document.-3شكل 

ِ ي ِ  ي گشها اص هؼادل  Error! No text of specified style in)تشاي گسستِ ساصي هؼادل

document.-3) ّوچٌیي تشاي اػوال ضشایظ هشصي ػایك اص تمشیة هشتثِ اٍل استفادُ . استفادُ ضذُ است

دس ایي . هاتشیس حاصل یک هاتشیس پٌح لغشي هی تاضذ.  تِ صَست هتماسى تالی تواًذAضذُ است تا هاتشیس 

تحمیك، ایي هاتشیس تِ سِ سٍش تذٍى پیص ضشط، تا پیص ضشط لغشي ٍ تا پیص ضشط چَلسکی حل 

 . ضذُ است

 حل به كمك روش چولسكي

 داساي صفش ّاي صیادي هی تاضذ، تٌاتشایي تْتش است کِ دس الگَسیتن چَلسکی  Aتا تَخِ تِ  ایٌکِ هاتشیس 

 هطخص هی تاضٌذ، کافی است کِ Aدس ایي حالت تا تَخِ تِ آًکِ هحل اػضاي هاتشیس . تغییشاتی دادُ ضَد

 ایي تغییشات دس کذ صیش ًطاى دادُ ضذُ است. تغییشات فمظ تش سٍي آًْا صَست پزیشد
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DO K = 1, M

L(K, K) = L(K, K) * *0.5

IF (K < M)

L(K + 1, K) = L(K + 1, K) / L(K, K)

IF (K < M - (IMAX - 2)) 

L(K + (IMAX - 1), K) = L(K + (IMAX - 1), K) / L(K, K)

DO J = K + 1, M

L(J,J) = L(J,J) - L(J, K) * *2

IF(K < M) 

L(J + 1,J) = L(J + 1,J) - L(J + 1, K) * L(J, K)

IF(K < M - (IMAX - 2)) 

L(J + (IMAX - 1),J) = L(J + (IMAX - 1),J) - L(J + (IMAX - 1), K) * L(J, K)

END DO

END DO

 

ِ دست  .  هی تاضذA اًذاصُ ي هاتشیس Mکِ دس آى  ّوچٌیي تشاي هؼکَس کشدى هاتشیس پاییي هثلثی ت

 .آهذُ، اص سٍش حزفی گَس استفادُ ضذُ است

 حل تحلیلي

ِ دست آٍسد ِ ي گشها سا ت سٍش . دس ایي حالت تا تَخِ تِ ضشایظ هشصي دادُ ضذُ هی تَاى حل تحلیلی هؼادل

ِ دست آٍسدى ایي خَاب تَسظ سٍش تفکیک هتغیش ّا هی تاضذ کِ دس لسوت صیش تَضیح دادُ ضذُ است  :ت
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(Error! No text of specified 

style in document.-15) 
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 :نتايج

 تاثير تغيير سايس شبكه بر جواب مساله

  

  
 تاثير تغيير كيفيت شبكه بر روي جواب نهايي: Error! No text of specified style in document.-4شكل 
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ِ ي  گشها تشاي ضثکِ تا Error! No text of specified style in document.-4ضکل دس   حل هؼادل

 Error! No text of specified style inضکل ّواًگًَِ کِ اص . هختلف ًطاى دادُ ضذُ است 17کیفیت ّاي

document.-4هیضاى تغییش .  هطخص هی تاضذ تا تغییش سایض ضثکِ ٍ سیضتش ضذى آى خَاب ًیض دلیك تش هی گشدد

ّشچِ کِ ضثکِ سیضتش ضذُ است تغییشات دها دس کٌاس . خَاب دس کٌاس هشص پاییي ٍ تالاي صفحِ هطخص تش هی تاضذ

هْوتشیي ػاهل خغا دس ًضدیکی ایي هشص ّا، استفادُ اص تمشیة دسخِ یک . ایي هشص ًیض یکٌَاخت تش گطتِ است

 .تشاي هشص ػایك هی تاضذ کِ تا سیض ضذى ضثکِ  ایي خغا کوتش هی گشدد

 بررسي سرعت همگرايي

تٌْا تفاٍت هیاى سشػت ّوگشایی ٍ صهاى . خَاب دستگاُ دس ّش یک اص سِ سٍش تفاٍتی تا یکذیگش ًذاسد

 . هحاسثات هی تاضذ

 

 

 

 تؼذاد تکشاس ٍ صهاى هحاسثات تا سسیذى تِ Error! No text of specified style in document.-1جدول 

 .ّوگشایی سا ًطاى هی دّذ

 

 

 

 

 سرعت همگراي: Error! No text of specified style in document.-1جدول 

  No Pre. Diag. pri. Cholesky Pri. 

x y itt. 

No. 

time-

elapsed 

itt. 

No. 

time-

elapsed 

itt. 

No. 

time-elapsed 

0.2 0.2 10 1.40E-02 16 1.00E-06 5 1.00E-06 
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0.1 0.1 26 1.50E-02 81 1.60E-02 10 1.60E-02 

0.05 0.05 55 3.20E-02 304 2.03E-01 19 1.98E+00 

0.025 0.025 110 1.72E-01 787 1.35E+00 36 1.91E+02 

0.0125 0.012

5 

219 1.64E+00 1716 1.55E+01 NAN NAN 

 

 ّواًغَس کِ اص 

 

 

 

 هطخص هی تاضذ پیص ضشط لغشي ًِ Error! No text of specified style in document.-1جدول 

اها سٍش چَلسکی تؼذاد تکشاس ّا سا تِ صَست . تٌْا تاػث تْثَد ّوگشایی ًطذُ است تلکِ آى سا تذتش کشدُ است

 ٍلی ّواًغَس کِ .  داسدAلاتل تَخْی کاّص دادُ است ٍ ایي اهش ًطاى اص تْثَد ػذد ٍضؼیت هاتشیس 

 

 

 

 ًطاى هی دّذ صهاى هحاسثات افضایص Error! No text of specified style in document.-1جدول 

ِ ي )ایي افضایص ًاضی اص افضایص هحاسثات دس ایي سٍش هی تاضذ. یافتِ است 1Mهحاسث  ) .[ 3]کٌذال ٍ سچفَسد

ًطاى دادًذ کِ سٍش چَلسکی تشاي اػوال تش هؼادلات لاپلاس هٌاسة ًوی تاضذ ٍ ًثایذ تِ عَس هستمین اص ایي 

 .سٍش دس حل ایٌگًَِ هسایل استفادُ ًوَد تلکِ تایذ آى سا تْثَد داد

r) ًیض ًوایی اص خغاError! No text of specified style in document.-5ضکل  b Ax )  سا ًطاى

ضکل تا تَخِ تِ . ّواًگًَِ کِ هطخص هی تاضذ، تا تالا سفتي تکشاس ّا خغا تِ سوت صفش هیل هی کٌذ. هی دّذ
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Error! No text of specified style in document.-5 ًیض هی تَاى گفت کِ پیص ضشط لغشي تشاي ایي  

ِ ي خغاي آى تِ هشاتة تیطتش اص دٍ سٍش دیگش هی تاضذ  .هسالِ اصلاً هٌاسة ًوی تاضذ صیشا کِ دسخ

ایي هسالِ . ّواًغَس کِ لثلاً ًیض گفتِ ضذ سشػت ّوگشایی سٍش چَلسکی تیطتش اص دٍ سٍش  دیگش هی تاضذ

 . ًیض کاهلاً هطخص هی تاضذError! No text of specified style in document.-5ضکل دس 

 
 كاهش خطا در تكرار هاي متوالي: Error! No text of specified style in document.-5شكل 

 ًیض Error! No text of specified style in document.-6ضکل دساًتْا تَصیغ دهاي هسالِ دس
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 .سسن ضذُ است

 توزيع دما در صفحه: Error! No text of specified style in document.-6شكل 
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