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 مقدمه

. دس حل هؼبئل ػذدی گبّی ثب هؼبیلی سٍثشٍ هیـَین کِ حل آًْب هٌجش ثِ حل یک دػتگبُ هؼبدلات هیگشدد

ثشای حل دػتگبّْبی هؼبدلات سٍؿْبی هتفبٍتی ٍجَد داسد کِ اص آى جولِ هیتَاى ثِ سٍؿْبیی هبًٌذ سٍؽ 

 . سا اؿبسُ کشدSOR ٍ  سٍؽ 2ػبیذل-، سٍؽ گَع1طاکَثی

دلیل کٌذ ثَدى ّوگشایی ایٌگًَِ سٍؿْب، ػذم تَاًبیی .  ثؼیبس کٌذ هیجبؿذGSّوگشایی سٍؿْبی طاکَثی ٍ 

ثِ ػجبست دیگش ػشػت اًتـبس اطلاػبت دس ایٌگًَِ سٍؿْب . آًْب دس حزف فشکبًؼْبی پبییي تبثغ خطب هیجبؿذ

ثشای ججشاى ایي .  ًیض گفتِ هیـَد3هؼوَلاً ثِ ایٌگًَِ سٍؿْب، سٍؿْبی یکٌَاکٌٌذُ. ثؼیبس پبییي هیجبؿذ

 .  اػتفبدُ هیـَد4هـکل هؼوَلاً اص سٍؿْبی چٌذ ؿجکْبی

 روشهای چند شبکهای 

 MGروش 

- حزف ًویGSّوبًطَس کِ لجلاً اؿبسُ ؿذ، حزف فشکبًؼْبی پبییي تبثغ خطب کِ ثشاحتی ثب سٍؿْبی هؼوَلی 

ثِ . ثشای ایي هٌظَس اص ؿجکِ ثب ػبیضّبی هتفبٍت اػتفبدُ هیـَد.  هیجبؿذMGؿًَذ، ایذّی اصلی سٍؿْبی 

ػجبست دیگش ثب اًتمبل جَاة ثِ ؿجکْْبی خـٌتش فشکبًؼْبی پبییي ثشای ؿجکْی ظشیف تجذیل ثِ فشکبًؼْبی 

 پیچیذگی خبصی اص لحبظ MGسٍؽ . ثبلا ثشای ؿجکْی خـي گـتِ ٍ ثب تؼذاد کوتشی تکشاس حزف هیـًَذ

ثشای تَضیح ثیـتش . سیبضی ًذاسًذ ٍ تٌْب ػختی کبس، ثشًبهِ ًَیؼی ٍیظّبی اػت کِ دس ایي سٍؽ ًیبص هیجبؿذ

  :گشددهؼبلْی اًتمبل حشاستی صیش تَػط ایي سٍؽ حل هی

                                                             
1
Jacobi  

2
Gauss-Seidel(GS)  

3
Smoother  

4MultiGrid(MG)  
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 ناحيه ي حل و شراط مرزي: Error! No text of specified style in document.-1شکل 

 

 .هؼبدلِ حبکن ثش ایي هؼبلِ، هؼبدلِ لاپلاع هیجبؿذ کِ فشم گؼؼتِ ؿذّی آى ثِ صَست صیش هیجبؿذ

(Error! No text of specified style 

in document.-1) 
1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2
0

i j i j i j i j i j i j

x y

           
 

 
 

 5ایي سٍؽ داسای خطبی ثشؿی 2 2,O x y ی اصلاح ؿذُ ی ایي سٍؽ ثِ فشم .  هی ثبؿذ ِ ّوچٌیي هؼبدل

 [:1]صیش هی ثبؿذ

(Error! No text of specified style in 

document.-2) 
2 21

.....
12

xx yy xxxx yyyyx y   


        

دس .  خطی هیجبؿذFDEیک هؼبدلْی  (Error! No text of specified style in document.-1)هؼبدلْی

 : هیتَاى ًَؿتGSصَست اػتفبدُ اص یکی اص سٍؿْبی یکٌَا کٌٌذُ هبًٌذ سٍؽ 

                                                             
5Truncation Error  
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(Error! No text of specified style in 

document.-3) 
 1 1 2 1

1, 1, , 1 , 12

1

2 1

n n n n n

ij i j i j i j i j     


  

   
    
   

 

 

) ثِ صَست Lاگش اپشاتَس  ) 0L   تؼشیف ؿَد ٍ ّوچٌیي k

ij یک جَاة هیبًی ثبؿذ آًگبُ هیتَاى ًَؿت : 

(Error! No text of specified style in 

document.-4) 
  0k

ij ijL     

 :کِ ثِ تَجِ ثِ خطی ثَدى هؼبلِ داسین

(Error! No text of specified style in 

document.-5) 
     0k k

ij ij ij ijL L L R         

-هیتَاى هؼبدلِ (Error! No text of specified style in document.-3)ثٌبثشایي  ثِ جبی حل هؼبدلْی 

ثشای ایي کبس کبفی اػت کِ . سا حل ًوَد (Error! No text of specified style in document.-5)ی 

ثبلیوبًذُ سا پغ اص ػِ یب چْبس تکشاس ثش سٍی ؿجکْی اٍلیِ هحبػجِ ًوبیین ٍ ػپغ آى سا ثِ ؿجکْی خـٌتش 

سا ثب ؿشایط اٍلیْی  (Error! No text of specified style in document.-5)اًتمبل دّین ٍ ػپغ هؼبدلْی 

0 ثشای ایي .  اػتفبدُ ًوَد6ثشای اًتمبل ثبلیوبًذُ ثِ ؿجکْی خـي هیتَاى اص اپشاتَس تضسیك.  حل ًوبیین

 : صیش اػتفبدُ ًوَد7هٌظَس ثبیذ اص صیشثشًبهْی

                                                             
6
Injection  

7Subroutine  
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AA=1

BB=JJ-1

DO  I=1,MM2

RR2(I)=RR1(AA*II+2*I-1)

IF (I=BB) THEN

AA=AA+1

BB=BB+JJ-1

END IF

END DO

 

 

ثش سٍی ؿجکْی  (ػتًَْب) تؼذاد ػطشّبIIثش سٍی ؿجکْی سیض ٍ  (ػتًَْب) تؼذاد ػطشّبJJکِ دس آى 

 ًیض ثشاثش اػت ثبMM2. دسؿت هیجبؿذ 
2

II-1 . ّوچٌیيRR2 ًـبًذٌّذّی ثبلیوبًذُ ثش سٍی ؿجکْی دسؿت 

 ٍRR1ًبگفتِ ًوبًذ کِ دس ایٌجب ثشای افضایؾ ػشػت .  ًـبًذٌّذّی ثبلیوبًذُ ثش سٍی ؿجکْی سیض هیجبؿذ

 .(ًِ ثِ صَست هبتشیغ)ثشًبهِ ثبلیوبًذُ ثِ صَست ثشداس هحبػجِ ؿذّبػت

سا پغ اص چٌذ تکشاس  (Error! No text of specified style in document.-5)حبل ثبلیوبًذّی هؼبدلْی 

ایي کبس سا هیتَاى تب سػیذى ثِ خـٌتشیي . هٌتمل هیکٌین (ؿجکْی ػَم)هحبػجِ کشدُ ٍ ثِ ؿجکْی خـٌتش

 .الجتِ هؼوَلاً اص ػِ یب چْبس ؿجکِ ثیـتش اػتفبدُ ًویـَد. اداهِ داد (ؿجکْبی ثب یک ًمطْی هیبًی )ؿجکِ

ثشای ایي کبس اص دػتَس صیش اػتفبدُ . اکٌَى ثش سٍی خـٌتشیي ؿجکِ دػتگبُ تب ّوگشایی کبهل حل هی گشدد

 :هیگشدد
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D4=0

R44=R4

DO

CALL  GS(IMAX(4),JMAX(4),BE,R44,D4,R4)

RRT=0

DO I=1,MMAX(4)

RRT=RRT+R4(I)**2

END DO

IF (RRT**.5<1E-5*RRT0**.5) EXIT 

END DO

 

 

 Error! No text of specified style in)، ػبثشٍتیٌی اػت کِ ضشایت هَسد ًیبص هؼبدلْی GSػبثشٍتیي 

document.-5)  سا هیگیشد ٍ همبدیشػپغ ثشای ثشسػی ّوگشایی اص . ٍ ثبلیوبًذُ سا پغ اص یک تکشاس هیذّذ

5ؿشط 

010R R ِاػتفبدُ ؿذُ اػت، ک 
0R ٍ ًِـبى  همذاس ثبلیوبًذّی اٍل دس ظشیفتشیي ؿجک 

 : ًیض ثِ صَست صیش هیجبؿذGSػبثشٍتیي . دٌّذّی ًشم هشتجِ دٍ هیجبؿذ

M=1

DO J=2,JJ

DO I=2,II

DD(I,J)=(1/(2*(1+BE)))*(DD(I+1,J)+DD(I-1,J)

+BE*(DD(I,J-1)+DD(I,J+1)))+RR1(M)/(2*(1+BE))

M=M+1

END DO

END DO

 

 : هحبػجِ گـتِ ٍدس اداهِ داسینD4کِ دس ایي لؼوت همذاس 

DO I=2,II

DD(I,1)=DD(I,2)

DD(I,JJ+1)=DD(I,JJ)

END DO
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ًبگفتِ ًوبًذ کِ ثشای اػوبل . دس ایي لؼوت ًیض ؿشط ػبیك ثَدى دس ثبلا ٍ پبییي ًبحیْی حل اػوبل هیگشدد

ثشای ایي هٌظَس هیتَاى اص تمشیجْبی هشتجِ ثبلاتش ٍ . ؿشط هشصی ًیَهي اص تمشیت هشتجِ یک اػتفبدُ ؿذّبػت

دس اًتْبی ایي ػبثشٍتیي ًیض همذاس ثبلیوبًذُ دس تکتک گشّْب . یب سٍؿْبیی هبًٌذ سٍؽ هشص هجبصی اػتفبدُ ًوَد

 .هحبػجِ هیگشدد

M=1

DO J=2,II

DO I=2,JJ

RR2(M)=-DD(I,J)*(2*(1+BE))

+(DD(I+1,J)+DD(I-1,J)+BE*(DD(I,J-1)+DD(I,J+1)))+RR1(M)

M=M+1

END DO

END DO

 

ثشای ایي . حبل ثبیذ همذاس تصحیحبت ثِ دػت آهذُ سا اص ؿجکْْبی خـي ثِ ؿجکْْبی سیض هٌتمل ًوَد

ثشای ایي هٌظَس ًیض .  گفتِ هیـَد9ثِ ایي ػول توذیذ کشدى.  اػتفبدُ ًوَد8هٌظَس هیتَاى اص هیبًیبثی دٍخطی

 :اص ػبثشٍتیي صیش اػتفبدُ هیـَد

DD2=0

DO J=1,II+1

DO I=1,II+1

DD2(2*I-1,2*J-1)=DD1(I,J)

END DO

END DO

 

 

. کِ دسایي لؼوت ًمبطی اص ؿجکِ کِ هٌطجك ثش یکذیگش هیجبؿٌذ، تَػط اپشاتَس تضسیك همذاسدّی هیـًَذ

 :دس لؼوت ثؼذ جَاة  ثِ صَست ػطشی هیبًیبثی هیگشدد

                                                             
8
Bilinear  

9Prolongation  
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DO J=1,JJ+1,2

DO I=2,JJ,2

DD2(I,J)=0.5*(DD2(I+1,J)+DD2(I-1,J))

END DO

END DO

 

 .ٍ دس ًْبیت تَػط هیبًیبثی ػتًَی توبهی گشّْبی ؿجکْی سیض همذاس دّی هیـًَذ

DO I=1,JJ+1

DO J=2,JJ,2

DD2(I,J)=0.5*(DD2(I,J+1)+DD2(I,J-1))

END DO

END DO

  

 

 ثِ 10حبل همذاس تصیح ثْذػت آهذُ ثب جَاة دس هشحلْی سفت جوغ ؿذُ ٍ ثؼذ اص چٌذ تکشاس ٍ ًَ ؿذى

دس ًْبیت ثشسٍی سیضتشیي ؿجکِ ًیض ثب جَاة جذیذ چٌذ تکشاس اًجبم هیگشدد کِ . ؿجکْی سیضتش هٌتمل هیگشدد

 . دیگش ؿشٍع هیگشددMGدس صَست ّوگشایی اص ثشًبهِ خبسج هیـَد ٍ دس غیش ایي صَست یک ػیکل 

 : سا ثِ صَست صیش  هیتَاى ًـبى دادMGاگش ؿجکِ ثب چْبس ػطح دس ًظش گشفتِ ؿَد، ؿکل ؿوبتیک ػیکل 

 
 

  با جهار سطحMGشماتيک روش چند شيکهاي : Error! No text of specified style in document.-2شکل 

                                                             
10Update  
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11روش 
FMG 

ثِ . دس ایي حبلت ثْصَست ػکغ ػول هیکٌٌذ. ثشای حل هؼبئل غیشخطی سٍؽ کبس دلیمبً هبًٌذ ثبلا ًویجبؿذ

ثشای ایي کبس هؼبدلِ سا ثش سٍی . ػجبست دیگش اص ؿجکْی خـي ؿشٍع کشدُ ٍ ثِ ػوت ؿجکِ سیض حشکت هیـَد

-ػپغ جَاة ثْذػت آهذُ سا ثِ ؿجکْی ظشیفتش اًتمبل هی. خـٌتشیي ؿجکِ ثِ صَست کبهل ّوگشا هیکٌٌذ

پغ اص سػیذى ثِ ّوگشایی .  اػتفبدُ هیکٌٌذMGدس ایي هشحلِ ثشای سػیذى ثِ ّوگشایی کبهل اص سٍؽ . دٌّذ

ایي فشایٌذ تب سػیذى ثِ سیضتشیي ؿجکِ ٍ ّوگشایی کبهل ثش . کبهل جَاة سا ثِ یک ؿجکْی سیضتش هٌتمل هیـَد

 . سٍی آى اداهِ هییبثذ

اگش ؿجکِ ثب چْبس ػطح دس ًظش گشفتِ ؿَد، .  ثشای هؼبئل خطی ًیض هیتَاى اػتفبدُ ًوَدFMGاص سٍؽ 

همبدیش ّبؿَس خَسدُ ًـبى اص ّوگشایی کبهل .  سا ثِ صَست صیش هیتَاى ًـبى دادFMGؿکل ؿوبتیک ػیکل 

 :داسًذ 

 
  با جهار سطحFMGشماتيک روش چند شيکهاي : Error! No text of specified style in document.-3شکل 

 

                                                             
11Full MultiGrid  
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 بررسی نتایج

 : سا هَسد ثشسػی لشاس داد حبلتْبی صیش دس ًظش گشفتِ هیـَدMG ٍ FMGثشای ایٌکِ ثتَاى سٍؿْبی 

 MGتبثیش تغییش تؼذاد ػطَح دس سٍؽ  .1

 FMGتبثیش تغییش تؼذاد ػطَح دس سٍؽ  .2

 ثشسػی ػشػت ّوگشایی سٍؿْبی چٌذ ؿجکْبی ٍ سٍؿْبی هؼوَلی .3

  ٍ سٍؿْبی هؼوَلیMGهمبیؼْی تغییشات ثبلیوبًذُ دس سٍؽ .4

 MGتاثیر تغییر تعداد سطوح در روش 

 . دٍ، ػِ ٍ چْبس هشحلْبی اػتفبدُ ؿذّبػتMG اص ػِ ػیکل MGثشای ثشسػی ایي پبساهتش دس سٍؽ 

 
 MG در روش زمان طی شده تا رسيدن به همگرایی کامل: Error! No text of specified style in document.-4شکل 

 ثبػث ًضدیک ؿذى ؿجکِ ثِ حبلت تک ًمطْبی MGّوبًطَس کِ لجلاً اؿبسُ ؿذ افضایؾ ػطَح دس سٍؽ

ؿکل . دس ًتیجِ ّش چِ تؼذاد ػطَح صیبدتش گشدد، فشکبًؼْبی پبییي خطب ػشیؼتش حزف هیگشدًذ. هیـَد
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Error! No text of specified style in document.-4ّوبًطَس کِ .  ًیض گَیبی ّویي هطلت هیجبؿذ

 دٍ ػطحی MG چْبس ػطحی ػشیؼتشیي جَاة ٍ MGهـخص اػت ثشای یک ؿجکِ ثب ػبیض دلخَاُ، سٍؽ 

 هیتَاى Error! No text of specified style in document.-4ؿکل اص طشفی اص . دیشتشیي جَاة سا هیذّذ

ایي افضایؾ تمشیجبً ثِ . ًتیجِ گشفت کِ ّشچِ تؼذاد ًمبط ؿجکِ صیبدتش ؿَد، صهبى هحبػجبت افضایؾ هییبثذ

 .صَست ًوبئی هیجبؿذ

 FMGتاثیر تغییر تعداد سطوح در روش 

 . دٍ، ػِ ٍ چْبس هشحلْبی اػتفبدُ ؿذّبػتFMG اص ػِ ػیکل FMGثشای ثشسػی ایي پبساهتش دس سٍؽ 

 
 روش  درزمان طی شده تا رسيدن به همگرایی کامل: Error! No text of specified style in document.-5شکل 

FMG 

- ًیض افضایؾ ػطَح ثبػث افضایؾ ػشػت ّوگشایی هیFMGّوبًطَس کِ اًتظبس هیشفت دس سٍؽ 

ّوچٌیي ثب تَجِ ثِ ؿکل هیتَاى . (Error! No text of specified style in document.-5ؿکل )گشدد

دسیبفت کِ افضایؾ ػطَح ثیـتش اص چْبس ػطح، ّشچٌذ کِ ثبػث افضایؾ ػشػت ّوگشایی هیگشدد ٍلی ایي 

 .پغ هیتَاى گفت کِ افضایؾ ثیؾ اص چْبس ػطح کبس هٌبػجی ًویجبؿذ. هیضاى افضایؾ کن هیجبؿذ
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  سرعت همگرایی 

 چْبس ػطحی FMG چْبس ػطحی ٍ GS ،SOR ،MGدس ایي لؼوت ثِ همبیؼِ ػشػت ّوگشایی چْبس سٍؽ 

 Error! Noؿکل .  اػتفبدُ ؿذّبػت12 همذاس ثْیٌْی ضشیت فَق تخفیفSORثشای سٍؽ . پشداختِ هیـَد

text of specified style in document.-6ایي همبیؼِ سا ًـبى هیذّذ . 

 
ي چند شبکهاي و مقایسهی سرعت همگرایی روشها: Error! No text of specified style in document.-6شکل 

 روشهاي معمولی تکرار

 ّوبًطَس کِ هـخص اػت طَلاًیتشیي صهبى ٍ یب ثِ ػجبست دیگش کوتشیي ًشخ ّوگشایی هشثَط ثِ سٍؽ 

GSثب اػتفبدُ اص سٍؽ .  هیجبؿذ کِ دلیل آى لجلاً رکش ؿذMG ػشػت ّوگشایی ثْجَد هییبثذ ٍلی ثِ حبلت 

دس ایي .  ٍجَد داسدSOR ٍ FMGٍلی ّوبًطَس کِ هـخص اػت سلبثت تٌگبتٌگی هیبى سٍؽ . ثْیٌِ ًویشػذ

 ثش هؼبلِ، هؼبدلْی لاپلاع هیجبؿذ، دػتگبُ حبصل اص گؼؼتْؼبصی ؿشط تؼلط 13حبلت چَى هؼبدلْی حبکن

. اص طشف دیگش همذاس ثْیٌْی ضشیت فَق تخفیف ثشای هؼبدلْی لاپلاع هَجَد هیجبؿذ. لطشی سا خَدثخَد داسد

 . دس ایي هؼبلِ ثِ خَثی ػول ًوبیذSORایي ػَاهل ثبػث هیـًَذ کِ سٍؽ 

                                                             
12

Over Relaxation  
13Governing Equation  
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 هَجَد ًجبؿذ، هطوئٌبً سٍؽ  SORدس حبلت کلی کِ اهکبى داسد همذاس ثْیٌْی فَق تخفیف ثشای سٍؽ 

FMG ؿکل ثِ ػٌَاى هثبل ّوبًطَس کِ دس .  ثِ ػٌَاى یکی اص کبسآهذتشیي سٍؿْب هیجبؿذError! No text of 

specified style in document.-7 ًـبى دادُ ؿذُ اػت، ػشػت ّوگشایی سٍؽ FMG ًؼجت ثِ سٍؿْبیی 

الجتِ اگش اص هبتشیؼْبی پیــشط کٌٌذّی هٌبػت .  ٍ سٍؽ گشادیبى هضدٍج ًیض ثبلاتش هیجبؿذADIهبًٌذ سٍؽ 

الجتِ لاصم ثِ .  ًیض هیتَاًذ یکی اص سٍؿْبی هفیذ دس حل دػتگبُ ثبؿذCG اػتفبدُ ؿَد، سٍؽ CGثشای سٍؽ 

 هبتشیغ ضشایت CG داسای ّیچگًَِ هحذٍدیتی ًویجبؿذ، دس صَستی کِ دس سٍؽ FMGرکش اػت کِ سٍؽ 

 .دػتگبُ ثبیذ هثجت هؼیي ثبؿذ

 
مقایسهی سرعت همگرایی روشهاي چند شبکهاي و : Error! No text of specified style in document.-7شکل 

 ADI و CGروشهاي 

 

دس کل ٍیظگیْبی هٌحصش ثِ فشد سٍؿْبی چٌذ ؿجکْبی، ایي سٍؿْب سا ثِ ػٌَاى یکی اص پش کبسثشدتشیي 

 .سٍؿْبی حل دػتگبُ تجذیل کشدُ اػت
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 نرخ تغییر باقیمانده 

ؿکل ّوبًگًَِ کِ اص . یکی دیگش اص پبساهتشّبی هَسد ثشسػی، ًحَّی هیل کشدى ثبلیوبًذُ ثِ ػوت صفش هیجبؿذ

Error! No text of specified style in document.-8 ِهـخص اػت، ػشیؼتشیي ًشخ ّوگشایی هشثَط ث 

دس ایي سٍؽ ثبلیوبًذُ ثب ؿیت صیبد ثِ ػوت صفش هیل کشدُ ٍ دس ًْبیت ثب ػشػت ثیـتشی .  هیجبؿذSORسٍؽ 

 .  کن اػت ٍ ًشخ ّوگشایی پبییيCGدس حبلیکِ ؿیت ثبلیوبًذُ دس  سٍؽ . ّوگشا هیگشدد

 
 نحوهی ميل کردن باقيمانده به سمت صفر: Error! No text of specified style in document.-8شکل 
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